§ 5. Рациональные уравнения 
Основная цель пятого параграфа ― научить учащихся решать рациональные уравнения и применять их к решению текстовых задач.
5.1. Понятие рационального уравнения
В данном пункте вводится понятие рационального уравнения, напоминается, что такое корень уравнения и что значит решить уравнение, какие уравнения называют равносильными, какие равносильные преобразования изучены в 7 классе.
Решения и комментарии

274. Равносильны ли уравнения:

а) x + 2 = 3 и x + 5 = 6;
д) 
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Решение. а) Оба уравнения имеют корень — число 1 и других корней не имеют, следовательно, они равносильны. 

д) Первое уравнение имеет корень 0, а второе такого корня не имеет, следовательно, уравнения не равносильны.
5.2. Биквадратное уравнение
В данном пункте вводится понятие биквадратного уравнения и впервые применяется приём решения уравнения при помощи замены неизвестного. Приведены характерные примеры решения биквадратных уравнений. 
Здесь следует обратить внимание учащихся на терминологию, которая должна стать привычной при устном обосновании решения уравнения: сделаем замену неизвестного 


y = …, 
(1)
получим квадратное уравнение …, решим его, подставим найденные значения y в равенство (1) и решим полученные уравнения относительно x. 
Способ замены неизвестного будет применяться и при решении рациональных уравнений (п. 5.7), поэтому эти приёмом решения уравнений должны овладеть все учащиеся.
Решения и комментарии

280. Решите уравнение:

а) x4 + 6x2 + 9 = 0;
б) x4 – 14x2 – 15 = 0.
Решение. а) Сделаем замену неизвестного y = x2, получим квадратное уравнение y2 + 6y + 9 = 0. Оно имеет единственный корень y = –3. 

Теперь решим уравнение x2 = –3. Оно не имеет корней, следовательно, исходное уравнение не имеет корней. 

б) Сделаем замену неизвестного y = x2, получим квадратное уравнение 
y2 – 14y – 15 = 0. Оно имеет два корня y1 = –1, y1 = 15. 

Теперь решим два уравнения x2 = –1 и x2 = 15. Первое из них не имеет корней, второе имеет два корня 
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 и –
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. Следовательно, исходное уравнение имеет два корня: 
[image: image5.wmf]15

 и –
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. 

Замечание. Если в задании а) учащиеся заметят полный квадрат, то получат более простое решение. Уравнение (x2 + 3)2 = 0 не имеет корней, так как x2 + 3 > 0 для любого x.
5.3. Распадающееся уравнение
В данном пункте приведен пример решения уравнения вида A (x) ( B (x) = 0, где A (x) и B (x) — многочлены относительно x. Такие уравнения называют распадающимися. Показаны решения уравнения, которые после разложения левой части на множители становятся распадающимися.

Учащимся обычного класса достаточно действовать по правилу:
Чтобы решить распадающееся уравнение A (x) ( B (x) = 0, где A (x) и B (x) многочлены, надо решить каждое из уравнений A (x) = 0 и B (x) = 0 и объединить все найденные корни.

В классе с углублённым изучением математики можно ввести понятие совокупности уравнений.

Если даны два уравнения и требуется найти все числа x, каждое из которых является корнем или первого, или второго уравнения, то говорят, что дана совокупность этих уравнений, а каждый корень каждого из данных уравнений называют решением совокупности данных уравнений.
Используя знак равносильности (
[image: image7.wmf]Û

) и знак совокупности 
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, можно записать: если A (x) и B (x) многочлены, то

A (x) ( B (x) = 0 
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Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 777, 797. 

Решения и комментарии
285. Решите уравнение:

а) x3 + 5x2 + 6x = 0;
в) x4 = 2x3 + 3x2.
Решение. а) Разложим левую часть уравнения на множители:

x (x2 + 5x + 6) = 0.

Уравнение x = 0 имеет единственный корень 0, уравнение x2 + 5x + 6 = 0 имеет два корня –2 и –3. 

Следовательно, исходное уравнение имеет три корня: 0, –2, –3.

б) Перенесём все члены уравнения в его левую часть, разложим левую часть уравнения на множители:

x2 (x2 – 2x – 3) = 0.

Уравнение x2 = 0 имеет единственный корень 0, уравнение x2 – 2x – 3 = 0 имеет два корня –1 и 3. 

Следовательно, исходное уравнение имеет три корня: –1, 0, 3.

797. Решите уравнение:

б) x3 + x2 + x + 1 = 0;
в) 2x4 + 5x3 – 5x – 2 = 0.
Решение. Разложению многочлена на множители помогает наблюдательность. В задании б) имеется очевидный корень –1, поэтому надо стараться выделить множитель x + 1. В заданиях б) и в) группировку слагаемых подсказывают коэффициенты.

б) Разложив левую часть уравнения на множители, перепишем уравнение в виде:

(x + 1)(x2 + 1) = 0,

Уравнение x + 1 = 0 имеет единственный корень –1, уравнение x2 + 1 = 0 не имеет корней, поэтому исходное уравнение имеет единственный корень –1.

в) Разложив левую часть уравнения на множители: 2x4 + 5x3 – 5x – 2 = 
= 2(x4 – 1) + 5x(x2 – 1) = 2(x2 – 1)(x2 + 1) + 5x(x2 – 1) = (x2 – 1)(2x2 + 5x + 2), перепишем уравнение в виде:

(x2 – 1)(2x2 + 5x + 2) = 0.
Уравнение x2 – 1 = 0 имеет два корня –1 и 1, уравнение 2x2 + 5x + 2 = 0 имеет два корня –2 и –
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, поэтому исходное уравнение имеет четыре корня: –2, –1, –
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Дополнительное задание
1. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение 

(x – 1)(x2 – 6x + a) = 0
(1)
имеет ровно два корня.

Решение. Уравнение (1) имеет очевидный корень 1, оно имеет ровно два корня тогда и только тогда, когда уравнение 


x2 – 6x + a = 0
(2)
или имеет два различных корня, один из которых 1, или имеет единственный корень, отличный от 1.

1) Уравнение (2) имеет корень 1, если 12 – 6 ( 1 + a = 0, т. е. при a = 5. В этом случае уравнение (2) имеет корни 1 и 5 и уравнение (1) действительно имеет ровно два корня: 1 и 5.

2) Уравнение (2) имеет единственный корень, если 
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, т. е. при a = 9. В этом случае уравнение (2) имеет единственный корень 3 и уравнение (1) действительно имеет ровно два корня: 1 и 3.

Ответ. 5, 9.
5.4. Уравнение, одна часть которого алгебраическая дробь, а другая — нуль
В данном пункте приведены характерные примеры решения уравнений вида
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(1)

где P (x) и Q (x) — многочлены относительно x.

При решении уравнения (1) учащимся обычного класса достаточно следовать правилу, сформулированному в учебнике.

В классе с углублённым изучением математики можно дать следующее определение.

Если дано уравнение P (x) = 0 и неравенство Q (x) 
[image: image15.wmf]¹

 0, где P (x) и Q (x) — многочлены относительно x, и требуется найти все корни уравнения P (x) = 0, удовлетворяющие неравенству Q (x) 
[image: image16.wmf]¹

 0, то говорят, что надо решить систему, состоящую из этого уравнения и неравенства. Эту систему записывают так:
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Решить такую систему, значит найти все корни уравнения P (x) = 0, удовлетворяющие неравенству Q (x) 
[image: image18.wmf]¹

 0.

Для учащихся класса с углублённым изучением математики можно сформулировать следующее утверждение.

Уравнение 
[image: image19.wmf])
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= 0, где P (x) и Q (x) — многочлены относительно x, равносильно системе 
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Это утверждение можно записать с использованием знаков равносильности и системы: 
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Решения и комментарии
292. Решите уравнение:

а) 
[image: image24.wmf]0
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б) 
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в) 
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Решение. а) Уравнение x2 – 2x + 1 = 0 имеет единственный корень 1. При x = 1 знаменатель дроби отличен от нуля. Следовательно, исходное уравнение имеет единственный корень 1.
б) Уравнение x2 – 2x + 3 = 0 не имеет корней. Следовательно, исходное уравнение не имеет корней.
в) Уравнение (x – 1)2(x + 2) = 0 имеет два корня 1 и –2. Но число 1 обращает знаменатель x – 1 дроби в нуль, а число –2 — нет. Следовательно, исходное уравнение имеет единственный корень –2.
Дополнительное задание

1.* Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение 
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(1)

имеет единственный корень.
Решение. Уравнение (1) имеет единственный корень тогда и только тогда, когда уравнение 


x2 – 4x + a = 0
(2)
или имеет два различных корня, один из которых –1 (он обращает знаменатель дроби в нуль и не является корнем уравнения (1)), или имеет единственный корень, отличный от –1.

1) Уравнение (2) имеет корень –1, если (–1)2 – 4 ( (–1) + a = 0, то есть при 
a = –5. В этом случае уравнение (2) имеет два корня: –1 и 5, а уравнение (1) действительно имеет единственный корень 5.

2) Уравнение (2) имеет единственный корень, если 
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, т. е. при a = 4. В этом случае уравнение (2) имеет единственный корень 3 и уравнение (1) действительно имеет единственный корень 3.

Ответ. –5, 4.
5.5. Решение рациональных уравнений
В данном пункте разобраны характерные примеры решения рациональных уравнений, приводимых к виду 
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= 0, где P (x) и Q (x) — многочлены относительно x. Эти решения обобщены в виде правила, следуя которому учащиеся должны решать уравнения.
После правила в учебнике приведено замечание, говорящее о том, что отклонение от этого правила может привести к потере корней или к приобретению корней. Рассмотрим такие примеры.

Пример 1. Решим уравнение:
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(1)

Если решать уравнение (1) не по правилу, а сократить дроби в обеих частях уравнения на x – 3, то получится уравнение x = 3, не равносильное исходному уравнению. Такое «решение» привело к приобретению корня 3, так как на самом деле уравнение (1) корней не имеет.
Пример 2. Решим уравнение:
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(2)

Некоторые учащиеся для решения такого уравнения применяют такой «способ решения». Умножив обе части уравнения на x + 7, получим уравнение


x2 + 2x = 35.
(3)

Решив уравнение (3), найдём два его корня: x1 = 5 и x2 = –7. Эти два числа по ошибке считают корнями и уравнения (2), хотя x2 не является корнем уравнения (2), так как обращает знаменатели дробей в двух частях уравнения в нуль. 

Ошибка происходит из-за того, что переход от уравнения (2) к уравнению (3) не является равносильным переходом, т. е. уравнение (3) не равносильно уравнению (2). Уравнение (3) является следствием уравнения (2). Об уравнениях-следствиях будет рассказано в п. 5.8.
Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 802, 803. 

Решения и комментарии
296. Равносильны ли уравнения:
б) 
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в) 
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г) 
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Решение. б) Если второе уравнение умножит на число 2, то получим первое уравнение. Так как умножение уравнения на число, отличное от нуля, это равносильное преобразование, то уравнения равносильны.

в) Если записать левую часть первого уравнения в виде дроби (сложить алгебраические дроби), то получим второе уравнение. Следовательно, данные уравнения равносильны. 

г) Уравнения не равносильны, так как первое уравнение имеет корень 0, а число 0 не является корнем второго уравнения.
319. з) 
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. (№ 319 (з, и) перенести сюда, после № 302.)
Решение. Сложив дроби в обеих частях уравнения и перенеся все члены полученного уравнения в левую часть, перепишем его в виде:
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(4)
Уравнение (79x –3121)(x2 – 79x) = 0 имеет три корня: x1 = 39
[image: image40.wmf]79

40

, x2 = 0, x3 = 79. Ни одно из этих чисел не обращает в нуль знаменатель 39(40((x – 40)(x – 39) дроби в уравнении (4). Следовательно, эти числа являются корнями уравнения (4), а значит, и равносильного ему исходного уравнения. 
Дополнительное задание.

1.* Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение 
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 имеет единственный корень.

Решение. Уравнение x2 – 4x + a = 0 имеет единственный корень, если 
[image: image42.wmf]0
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, т. е. если a = 4. Этот корень: x1 = 2, при этом знаменатель x1 – 1 
[image: image43.wmf]¹

 0. Следовательно, исходное уравнение при a = 4 имеет единственный корень.

Если уравнение x2 – 4x + a = 0 имеет два корня, то чтобы исходное уравнение имело 1 корень, один из корней уравнения x2 – 4x + a = 0 должен быть равен 1. Это возможно лишь при a = 3. Убедимся в этом. 

При a = 3 исходное уравнение можно записать в виде 
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. Оно имеет единственный корень x = 3.
Ответ. a = 3, a = 4. 

Промежуточный контроль. С–8. 
5.6. Решение задач при помощи рациональных уравнений

В данном пункте рассмотрены две задачи, решения которых приводят к рациональным уравнениям. 

За время, отведённое на изучение данного пункта, скорее всего, не удастся решить все задачи из этого пункта, поэтому такую задачу не надо и ставить. Надо отобрать наиболее поучительные, по мнению учителя, задачи, а остальные использовать для организации текущего повторения при изучении следующих пунктов учебника.

Отметим, что на этапе первоначального обучения решению текстовых задач, приводящих к уравнению вида 
[image: image45.wmf])
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= 0, желательно не нарушать процедуру решения такого уравнения. То есть находить все корни уравнения P (x) = 0 и выбирать из них те, которые не обращают в нуль знаменатель дроби Q (x). Только после этого отбирать корни, удовлетворяющие условиям задачи (например, условию x > 0).

Решения и комментарии
306. а) Расстояние между двумя населёнными пунктами 50 км. Из этих пунктов одновременно навстречу друг другу выехали мотоциклист и велосипедист. Скорость мотоциклиста на 30 км/ч больше скорости велосипедиста. Встретились они на расстоянии 10 км от одного из населённых пунктов. Какова скорость велосипедиста?
Решение. Встреча произошла в 10 км от пункта, из которого выехал велосипедист, так как за одно и то же время мотоциклист, двигавшийся с большей скоростью, проехал большее расстояние. Итак, велосипедист проехал 10 км, а мотоциклист 50 – 10 = 40 (км). 

Пусть скорость велосипедиста x км/ч, тогда его время движения 
[image: image46.wmf]x
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 ч. Скорость мотоциклиста (x + 30) км/ч, тогда его время движения 
[image: image47.wmf]30
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 ч. До встречи они затратили одинаковое время. Составим уравнение:


[image: image48.wmf]x
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которое перепишем в виде:
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Уравнение 30x – 300 = 0 имеет единственный корень x1 = 10. Число x1 не обращает в нуль знаменатель дроби в уравнении (2), следовательно, x1 — корень уравнения (2), а значит, и равносильного ему уравнения (1), следовательно, скорость велосипедиста равна 10 км/ч. 
Ответ. 10 км/ч.
307. Расстояние между городами А и В 60 км. Из города А в город В выезжают одновременно две автомашины. Скорость первой на 20 км/ч больше скорости второй. И она прибывает в город В на полчаса раньше. Определите скорость каждой автомашины.

Решение. Пусть скорость второй автомашины x км/ч и она проехала 60 км за 
[image: image51.wmf]x
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 ч, тогда скорость первой автомашины (x + 20) км/ч и она проехала 60 км за 
[image: image52.wmf]30
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[image: image53.wmf]2
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 ч меньше, чем 
[image: image54.wmf]x

60

 ч. Составим уравнение:
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которое перепишем в виде:
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Уравнение x2 + 20x – 2400 = 0 имеет корни 40 и –60, которые не обращают в нуль знаменатель 2x(x + 20) дроби, следовательно, это корни уравнения (4), а значит, и равносильного ему уравнения (3). Но скорость движения положительна, следовательно, скорость второй автомашины 40 км/ч. Тогда скорость первой машины 40 + 20 = 60 (км/ч). 
Ответ. 60 и 40 км/ч.
При кратком оформлении решения текстовых задач иногда используют таблицу. Учащимся полезно запомнить, что сначала они должны заполнить два столбца таблицы, затем при помощи этих столбцов заполнить третий. А при помощи третьего столбца они должны составить уравнение, используя условия задачи.

309. а) На обработку одной детали первый рабочий затрачивает на 1 мин меньше, чем второй. Сколько деталей обработает каждый из них за 4 ч, если первый рабочий обрабатывает за это время на 8 деталей больше, чем второй?

Решение. Пусть за 4 ч второй рабочий сделал x деталей.
	
	Время работы, ч
	Число деталей 
	Время, затраченное на 1 деталь, ч

	I-й рабочий
	4
	x + 8
	
[image: image59.wmf]8
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	II-й рабочий
	4 
	x
	
[image: image60.wmf]x
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Первый рабочий на обработку одной детали затрачивал на 1 мин = 
[image: image61.wmf]60
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 ч меньше, чем второй. Составим уравнение:
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которое перепишем в виде:
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Уравнение x2 + 8x – 1920 = 0 имеет корни 40 и –48, которые не обращают в нуль знаменатель 60x(x + 8) дроби, следовательно, это корни уравнения (6), а значит, и равносильного ему уравнения (5). Число деталей положительно, т. е. второй рабочий за 4 ч обрабатывает 40 деталей, а первый 40 + 8 = 48 (деталей).

Ответ. 48 и 40 деталей.

311. б) Автомашина должна была пройти 840 км. В середине пути водитель остановился на обед, а через час продолжил путь. Чтобы прибыть вовремя в пункт назначения, пришлось увеличить скорость на 10 км/ч. Сколько времени занял весь путь, включая время на остановку?
Решение. Пусть x ч — время движения по плану на участке длиной 420 км.
	
	Путь, км
	Время движения, ч
	Скорость, км/ч

	По плану
	420
	x
	
[image: image64.wmf]x
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	Фактически
	420
	x – 1
	
[image: image65.wmf]1

420

-

x




Скорость движения была увеличена на 10 км/ч по сравнению с планом, составим уравнение:
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которое перепишем в виде:
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Уравнение x2 – x – 42 = 0 имеет корни 7 и –6, которые не обращают в нуль знаменатель x(x – 1) дроби, следовательно, это корни уравнения (8), а значит, и уравнения (7). Время движения ― величина положительная, т. е. на вторую половину пути по плану должно быть затрачено 7 ч. На весь путь с остановкой затрачено в 2 раза больше времени, т. е. 14 ч.

Ответ. 14 ч.

312. Первый пешеход может пройти расстояние между двумя пунктами на 5 ч быстрее, чем второй. Если пешеходы выйдут из этих пунктов одновременно навстречу друг другу, то встретятся через 6 ч. За сколько часов каждый из них может пройти это расстояние?

Решение. Пусть второй пешеход может пройти все расстояние за x ч, тогда первый может пройти это расстояние за x + 5 ч. В час второй пешеход проходит 
[image: image68.wmf]x
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, первый 
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 часть этого расстояния. Составим уравнение: 
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которое перепишем в виде:
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Уравнение x2 – 7x – 30 = 0 имеет корни 10 и –3, не обращающие в нуль знаменатель 6x(x + 5) дроби, следовательно, это корни уравнения (10), а значит, и уравнения (9). Условиям задачи удовлетворяет корень 10, т. е. второй пешеход может пройти все расстояние за 10 ч, а первый ― за 10 + 5 = 15 (ч). 

Ответ. За 10 и 15 ч.
316. Задача Безу. Некто купил лошадь и спустя некоторое время продал её за 24 пистоля. При этой продаже он теряет столько процентов, сколько стоила ему лошадь. Спрашивается: за какую сумму он её купил?

Решение. Пусть некто купил лошадь за x пистолей. Продав её за 24 пистоля, он потерял на этой продаже x – 24 пистоля. Выразим убыток в процентах: 
[image: image75.wmf].
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 По условию задачи он равен x. Составим уравнение:
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которое перепишем в виде:
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Уравнение x2 – 100x + 2400 = 0 имеет корни 40 и 60, которые не обращают в нуль знаменатель x дроби, следовательно, это корни уравнения (12), а значит, и равносильного ему уравнения (11). Оба корня удовлетворяют условиям задачи, следовательно задача имеет два решения: лошадь стоит или 40, или 60 пистолей.

Ответ. Или за 40, или за 60 пистолей.
Замечание. Задача Безу даёт редкий пример задачи с неоднозначным ответом.
Промежуточный контроль. С–9. К–4.
5.7*. Решение рациональных уравнений при помощи замены неизвестного
В данном пункте на характерных примерах показан способ решения рациональных уравнений при помощи замены неизвестного. Пункт предназначен для классов с углублённым изучением математики. Стоит обратить внимание на примеры, разобранные в п. 10 дидактических материалов. Там разобраны решения достаточно сложных задач. 
Замену неизвестного при решении уравнений полезно обсудить и в обычном классе, ограничив сложность рассматриваемых примеров. 

Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 788 (б), 795, 796, 799. 

Решения и комментарии
Решите уравнение (319–321, 788, 799):
319. а) 
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б) 
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Решение. а) Сделаем замену неизвестного: y = 
[image: image80.wmf]x
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, получим квадратное уравнение: y2 – 2y = 3, которое имеет два корня –1 и 3. Теперь найдём корни исходного уравнения, решив два уравнения:
1) 
[image: image81.wmf]x
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[image: image82.wmf]x
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Уравнение 1) имеет единственный корень –
[image: image83.wmf]3
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, уравнение 2) имеет единствен​ный корень 1. Эти числа и являются корнями исходного уравнения.

б) Сделаем замену неизвестного: y = 
[image: image84.wmf]1
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[image: image86.wmf]=

  

1

y

 2.
(1)

Уравнение (1) имеет единственный корень 1.
Теперь решим уравнение


[image: image87.wmf]1
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Уравнение (2) имеет единственный корень–1, следовательно, –1 является корнем данного уравнения.

Ответ. –
[image: image88.wmf]3
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, 1; б) –1.

320. а) x(x + 2)(x + 3)(x + 5) = 72;
в) x2 – 9x + 13 + 
[image: image89.wmf]15
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Решение. а) Если раскрыть скобки в левой части уравнения, то получится уравнение четвёртой степени. Попробуем заменой неизвестного исходное уравнение привести к квадратному. Для этого перемножим первый множитель с четвертым, а второй с третьим. Получим уравнение:


(x2 + 5x)( x2 + 5x + 6) = 72.
(1)
Сделаем замену неизвестного: y = x2 + 5x, получим уравнение 

y(y + 6) = 72.
(2)

Уравнение (2) имеет два корня: y1 = 6, y2 = –12.

Чтобы найти корни исходного уравнения, решим два уравнения:

1) x2 + 5x = 6 и 2) x2 + 5x = –12.

Уравнение 1) имеет два корня: 1 и –6, уравнение 2) не имеет корней. Следовательно, исходное уравнение имеет только два корня: 1 и –6.
в) Сделаем замену неизвестного: y = x2 – 9x + 15, получим уравнение 

y +
[image: image90.wmf]y
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 – 2 = 0.
(3)

Уравнение (3) имеет единственный корень y1 = 1.

Чтобы найти исходного уравнения, решим уравнение:


x2 – 9x + 15 = 1.
(4)
Уравнение (4) имеет два корня: 2 и 7. Следовательно, исходное уравнение имеет только два корня: 2 и 7.
Ответ. а) 1; –6; в) 2; 7.

321. в) 
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Решение. Чтобы упростить решение уравнения, сначала выделим целую часть каждой дроби: 
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Теперь уравнение запишется проще:
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Сделаем замену неизвестного: y = x2 – x + 1, получим уравнение 


[image: image103.wmf]y
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Уравнение (6) имеет два корня: y1 = 1, y2 = –
[image: image105.wmf]3
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.

Чтобы найти исходного уравнения, решим два уравнения:

1) x2 – x + 1 = 1 и 2) x2 – x + 1 = –
[image: image106.wmf]3
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.

Уравнение 1) имеет два корня: 0 и 1, уравнение 2) не имеет корней. Следовательно, исходное уравнение имеет только два корня: 0 и 1.
Ответ. в) 0, 1.

799. а) 
[image: image107.wmf]5
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Решение. Сделаем замену неизвестного: y = 
[image: image108.wmf]x

, получим уравнение 

y2 – 6y + 5 = 0.
(7)

Уравнение (7) имеет два корня: y1 = 1, y2 = 5.

Чтобы найти исходного уравнения, решим два уравнения:

1) 
[image: image109.wmf]x

 = 1 и 2) 
[image: image110.wmf]x

 = 5.

Уравнение 1) имеет единственный корень 1, уравнение 2) имеет единственный корень 25. Следовательно, исходное уравнение имеет только два корня: 1 и 25.

Ответ. в) 1, 25.

Промежуточный контроль. С–10*. 
5.8*. Уравнение-следствие
В данном пункте вводится понятие уравнения-следствия и приведены три способа перехода к уравнению-следствию: 
1) освобождение уравнения от знаменателя, т. е. замена уравнения 
[image: image111.wmf]0
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 уравнением f (x) = 0 (f (x) и g (x) — многочлены относительно x);
2) приведение подобных членов уравнения, т. е. заменаразности f (x) – f (x) нулём;
3) возведение уравнения в квадрат, т. е. замена уравнения f (x) = g (x) уравнением f 2 (x) = g 2 (x).
Важно отметить, что если при решении уравнения был выполнен переход к уравнению-следствию, то необходимо проверить, являются ли корни полученного уравнения корнями исходного уравнения. 
Пункт предназначен для классов с углублённым изучением математики. 
Решения и комментарии
322. а) Решите уравнение 
[image: image112.wmf]0
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Решение. Освобождая уравнение от знаменателя, получим уравнение-следствие данного уравнения:


x2 + 2x – 15 = 0.
(3)

Уравнение (3) имеет два корня: 3 и –5. Проверка показывает, что из этих чисел только число 5 является корнем данного уравнения. Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень 5.
Ответ. 5.
Дополнительное задание
1. Решите уравнение:

а) 
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б) 
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в) 
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г) 
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Решение. а) Перенеся все члены уравнения в левую часть и приведя подобные члены, получим следствие данного уравнения:

x2 – x – 6 = 0.
(4)

Уравнение (4) имеет два корня: –2 и 3. Проверка показывает, что из этих чисел только число 3 является корнем данного уравнения. Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень 3.

б) Перенеся все члены уравнения в левую часть и приведя подобные члены, получим следствие данного уравнения:

x2 + x – 6 = 0.
(5)

Уравнение (5) имеет два корня: 2 и –3. Проверка показывает, что из этих чисел только число 2 является корнем данного уравнения. Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень 2.

в) Перенеся все члены уравнения в левую часть и приведя подобные члены, получим следствие данного уравнения:

5x2 – 30x = 0.
(6)

Уравнение (6) имеет два корня: 0 и 6. Проверка показывает, что из этих чисел только число 0 является корнем данного уравнения. Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень 0.

г) Перенеся все члены уравнения в левую часть и приведя подобные члены, получим следствие данного уравнения:

3x2 – 4x + 1 = 0.
(7)

Уравнение (7) имеет два корня: 1 и 
[image: image117.wmf]3
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. Проверка показывает, что из этих чисел только число 
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 является корнем данного уравнения. Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень 
[image: image119.wmf]3
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Ответ. а) 3; б) 2; в) 0; г) 
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324. Решите уравнение: 

а) 
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Решение. 
а) Возведя уравнение в квадрат, получим следствие данного уравнения:

2x2 + x + 3 = x2 + 6x + 9.
(8)

Уравнение (8) имеет два корня: –1 и 6. Проверка показывает, что каждое из этих чисел является корнем данного уравнения. Следовательно, данное уравнение имеет два корня: –1 и 6.

д) Возведя уравнение в квадрат, получим следствие данного уравнения:

2x2 – 3x – 9 = x2 + 4x – 1.
(9)

Уравнение (9) имеет два корня: 8 и –1. Проверка показывает, что число 8 является корнем данного уравнения, а число –1 — нет. Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень 8.

Ответ. а) –1, 6; и) 8.

325. Решите уравнение:

а) |x – 2| = 2x – 1;
в) |x2 – 4x + 1| = 2x – 4.

Решение. 
а) Возведя уравнение в квадрат, получим следствие данного уравнения:

x2 – 4x + 4 = 4x2 – 4x + 1.
(10)

Уравнение (10) имеет два корня: –1 и 1. Проверка показывает, что число 1 является корнем данного уравнения, а число –1 — нет. Следовательно, данное уравнение имеет единственный корень 1.

в) Возведя уравнение в квадрат, получим следствие данного уравнения:

(x2 – 4x + 1)2 = (2x – 4)2.
(11)

Перенеся все члены уравнения в его левую часть и применив формулу разности квадратов, перепишем уравнение (11) в виде:


(x2 – 6x + 5)(x2 – 2x – 3) = 0.
(12)
Уравнение (12) имеет четыре корня: –1, 1, 3 и 5. Проверка показывает, что числа 3 и 5 являются корнями данного уравнения, а числа –1 и 1 — нет. Следовательно, данное уравнение имеет два корня 3 и 5.

Ответ. а) 1; в) 3 и 5.

Промежуточный контроль. С–12 (новая самостоятельная работа на уравнения-следствия, старая С–12 переносится в 7 класс), К–4.
Дополнения к главе 2
1. Разложение многочленов на множители и решение уравнений 
В данном пункте введено деление многочлена на двучлен с остатком, показан способ деления многочлена на двучлен уголком. Затем сформулирована и доказана теорема Безу, сформулированы и доказаны две теоремы о целых корнях многочлена с целочисленными коэффициентами. Вся эта теоретическая база должна подвести учащихся к выводу: если у многочлена с целочисленными коэффициентами есть целый корень, то его следует искать среди делителей свободного члена, а это даёт алгоритм поиска корней уравнений более высоких, чем вторая, степеней.
При решении уравнения Pn (x) = 0, где Pn (x) — многочлен степени n с целочисленными коэффициентами, сначала надо найти корень a этого уравнения. Затем разделить с остатком многочлен Pn (x) на двучлен (x – a). Из теоремы Безу следует, что остаток от деления равен 0. Теперь исходное уравнение можно записать в виде (x – a) ( Pn – 1 (x) = 0, где Pn – 1 (x) — многочлен степени n – 1. 
Описанный способ разложения многочлена на множители может повторяться несколько раз, пока не получится многочлен второй степени. Далее останется найти корни этого многочлена второй степени и указать все корни исходного уравнения.

В учебнике приведены примеры деления многочлена на двучлен уголком и примеры использования разложения многочленоа на множители для решения уравнений.

Чтобы дополнить теоретические сведения данного пункта, можно сформулировать и доказать ещё одну теорему, которая даёт дополнительные возможности при решении уравнений.

ТЕОРЕМА 3. Если все коэффициенты а0, а1, ..., аn (аn 
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 0) многочлена 


Рn (х) = аnхn + аn – 1хn – 1 + ... + а1х + а0
(1)

целые числа и рациональное число 
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 — несократимая дробь, р 
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 Z, q 
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 N) является корнем многочлена, то коэффициент а0 делится на р, а коэффициент ап делится на q.

Доказательство. Пусть рациональное число 
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 N) есть корень многочлена Рп (х), т. е. пусть справедливо числовое равенство

 аn
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(2)

Умножим равенство (2) на qn:

аnpn + аn – 1pn – 1q + ... + а1pqn – 1 + а0qn = 0.
(3)

Все слагаемые в левой части равенства (3) — целые числа. Ясно, что их сумма (число 0), а также сумма всех слагаемых, кроме последнего, делятся на р. Следовательно, последнее слагаемое а0qn делится на p, но тогда а0 делится на р, так как числа р и q не имеют общих простых делителей и поэтому qn не делится на р. Сумма всех слагаемых, а также сумма всех слагаемых, кроме первого, делятся на q, следовательно, первое слагаемое апрп делится на q, но тогда ап делится на q, так как рп не делится на q. Что и требовалось доказать.

При доказательстве теорем 2 и 3 использовалось утверждение:

Если натурального числа p и q не имеют общих простых делителей, то числа pn и q (а также p и qn) не имеют общих простых делителей.
Приведём его доказательство.
По основной теореме арифметики, натуральное число p разлагается на простые множители единственным образом, т. е. p = 
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 — разные простые числа, 
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По той же теореме q = 
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Так как p и q не имеют общих простых делителей, то все числа 
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Так как pn = 
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 — единственное разложение pn на простые множители, то оно содержит только множители 
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, среди которых нет ни одного из чисел — степеней чисел 
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. Следовательно, pn и q не имеют общих простых делителей, что и требовалось доказать.
Ниже приведён пример разложения многочлена на множители при помощи теоремы 3 (дополнительное задание). 
Решения и комментарии

327. а) Не выполняя деления, определите остаток от деления многочлена 
5x3 – 3x2 + 2 на двучлен x – 1, на двучлен x + 1.

Решение. По теореме Безу остаток от деления многочлена P3 (x) = 5x3 – 3x2 + 2 на двучлен x – 1 равен значению этого многочлена в точке 1: P3 (1) = 5 – 3 + 2 = 4, а остаток от деления многочлена P3 (x) на двучлен x + 1 равен значению этого многочлена в точке –1: P3 (–1) = –5 – 3 + 2 = –6.

328. а) Разложите на множители многочлен x3 – x2 – x – 2.

Решение. Коэффициент многочлена P3 (x) = x3 – x2 – x – 2 при x3 равен 1. По теореме 2 если этот многочлен имеет рациональный корень, то этот корень целый и является делителем свободного члена –2. Будем искать корень многочлена искать среди делителей числа свободного члена : 1, –1, 2, – 2.

Если x = 1, то P3 (1) = 1 – 1 – 1 – 2 
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 0,

если x = –1, то P3 (–1) = –1 – 1 + 1 – 2 
[image: image146.wmf]¹

 0,

если x = 2, то P3 (2) = 8 – 4 – 2 – 2 = 0.

Итак, x = 2 — корень многочлена P3 (x).

Далее можно поделить многочлен P3 (x) на двучлен x – 2 уголком, как показано в учебнике, а можно разложить P3 (x) на множители, группируя слагаемые так, чтобы получить общий множитель x – 2:

x3 – x2 – x – 2 = x3 – 2x2 + x2– 2x + x – 2 = (x – 2)(x2 + x + 1).

Так как многочлен x2 + x + 1 не имеет корней (его дискриминант отрицателен), то многочлен P3 (x) имеет единственный корень 2 и его разложение на множители уже получено: P3 (x) = (x – 2)(x2 + x + 1).
329. а) Решите уравнение: x3 + 2x2 – x – 2 = 0.

Решение. Коэффициент многочлена P3 (x) = x3 + 2x2 – x – 2 при x3 равен 1. По теореме 2 если этот многочлен имеет рациональный корень, то этот корень целый и является делителем свободного члена –2. Будем искать корень многочлена искать среди делителей числа свободного члена : 1, –1, 2, – 2.

Если x = 1, то P3 (1) = 1 + 2 – 1 – 2 = 0.

Итак, x = 1 — корень многочлена P3 (x).

Далее разложим многочлен P3 (x) на множители, группируя слагаемые так, чтобы получить общий множитель x – 1:

x3 + 2x2 – x – 2 = x3 – x2 + 3x2– 3x + 2x – 2 = (x – 1)(x2 + 3x + 2).

Так как многочлен x2 + 3x + 2 имеет корни –1 и –2, то многочлен P3 (x) имеет три корня 1, – 1 и –2. Следовательно, уравнение имеет те же корни.

Ответ. а) 1, – 1, –2.
Дополнительное задание

1. Разложите на множители многочлен 12x3 – 8x2 – 3x + 2.

Решение. Пусть многочлен имеет рациональный корень 
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 N. По теореме 3 число 2 делится на p, а число 12 делится на q. 
Число р содержится среди чисел: 1, –1, 2, –2, 
число q содержится среди чисел: 1, 2, 3, 4, 6, 12,
Число 
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1, –1, 2, –2, 
[image: image151.wmf]2

1

, –
[image: image152.wmf]2

1

, 
[image: image153.wmf]3

1

, –
[image: image154.wmf]3

1

, 
[image: image155.wmf]3

2

, –
[image: image156.wmf]3

2

, 
[image: image157.wmf]4

1

, –
[image: image158.wmf]4

1

, 
[image: image159.wmf]6

1

, –
[image: image160.wmf]6

1

.
Если x = 1, то P3 (1) = 12 – 8 – 3 + 2 
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 0;

если x = –1, то P3 (–1) = –12 – 8 + 3 + 2 
[image: image162.wmf]¹

 0;

если x = 2, то P3 (2) = 96 – 32 – 6 + 2 
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 0;

если x = –2, то P3 (–2) = –96 – 32 + 6 + 2 
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если x = 
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Здесь можно продолжить поиск рационального корня, но проще разложить данный многочлен на два множителя: x – 
[image: image170.wmf]2
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 и квадратный трёхчлен, затем разложить известным способом на множители квадратный трёхчлен.

12x3 – 8x2 – 3x + 2 = 12x3 – 6x2 – 2x2 + x – 4x + 2 = (x – 
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Промежуточный контроль. С–11.

2. Комплексные числа 

В данном пункте множество действительных чисел расширено до множества комплексных чисел. Изложение материала весьма краткое (обоснованное изложение теории комплексных чисел предусмотрено в 11 классе).

Здесь вводится понятия: мнимая единица, комплексное число, мнимое число, сопряжённые комплексные числа, вводятся арифметические операции с комплексными числами. С помощью мнимой единицы i, действительных чисел и знаков арифметических действий составляют буквенные выражения (комплексные числа), эти буквенные выражения преобразуют как обычные буквенные выражения, однако при этом считают, что i2 = –1.
Далее приведены примеры вычислений с комплексными числами и пример выражения корней квадратного уравнения с отрицательным дискриминантом при помощи комплексных чисел.  

Решения и комментарии

333. Выполните указанные действия:

а) (2 – 3i) + (5 + i);
б) (7 – 2i) – (4 – 3i);

в) (3 – 5i)(4 – 6i);
г) (40 + i) : (1 – i).

Решение. а) (2 – 3i) + (5 + i) = 2 – 3i + 5 + i = 7 – 2i;

б) (7 – 2i) – (4 – 3i) = 7 – 2i – 4 + 3i = 3 + i;

в) (3 – 5i)(4 – 6i) = 12 – 20i – 18i + 30i2 = 12 – 38i – 30 = –18 – 38i;

г) (40 + i) : (1 – i) = 
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334. Решите квадратное уравнение:

а) x2 + 1 = 0;
б) x2 + x + 1 = 0.

Решение. а) Разложим левую часть уравнения на множители:

x2 + 1 = x2 – (–1) = x2 – (–1) = x2 – i2 = (x – i)(x + i).

Теперь очевидно, что данное уравнение имеет два корня –i и i.

в) Вычислим дискриминант квадратного уравнения: D = b2 – 4ac = 1 – 4 = –3.
Корни квадратного уравнения можно найти по формуле x1,2 = 
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Ответ. а) –i, i; б) x1 = 
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3. Исторические сведения 

В данном пункте рассказано об истории использования квадратных уравнений в древние времена, о вкладе Ф. Виета, Р. Декарта и И. Ньютона в теорию квадрат​ных уравнений. Приведены примеры задач из «Арифметики» Л.Ф. Магницкого, сводящиеся к квадратным уравнениям.

Здесь же приведена информация об использовании комплексных чисел. 



























PAGE  
54

_1372492291.unknown

_1372675355.unknown

_1372675909.unknown

_1372693999.unknown

_1372694022.unknown

_1372694177.unknown

_1373373735.unknown

_1373373875.unknown

_1373374159.unknown

_1375868635.unknown

_1381226904.unknown

_1373374061.unknown

_1373373846.unknown

_1372694410.unknown

_1372694430.unknown

_1372694452.unknown

_1372694290.unknown

_1372694103.unknown

_1372694172.unknown

_1372694092.unknown

_1372694013.unknown

_1372694016.unknown

_1372677007.unknown

_1372693571.unknown

_1372693964.unknown

_1372693977.unknown

_1372677268.unknown

_1372675939.unknown

_1372676933.unknown

_1372675568.unknown

_1372675587.unknown

_1372675614.unknown

_1372675555.unknown

_1372508997.unknown

_1372536140.unknown

_1372659979.unknown

_1372662278.unknown

_1372662866.unknown

_1372662913.unknown

_1372662975.unknown

_1372662974.unknown

_1372662907.unknown

_1372662330.unknown

_1372662205.unknown

_1372662257.unknown

_1372662020.unknown

_1372592167.unknown

_1372592487.unknown

_1372593339.unknown

_1372592184.unknown

_1372590719.unknown

_1372592100.unknown

_1372536159.unknown

_1372509269.unknown

_1372509508.unknown

_1372535928.unknown

_1372509297.unknown

_1372509182.unknown

_1372509195.unknown

_1372509013.unknown

_1372506697.unknown

_1372508474.unknown

_1372508806.unknown

_1372508949.unknown

_1372508964.unknown

_1372508758.unknown

_1372507561.unknown

_1372507665.unknown

_1372507309.unknown

_1372492304.unknown

_1372492343.unknown

_1372501500.unknown

_1372501716.unknown

_1372502237.unknown

_1372501237.unknown

_1372492307.unknown

_1372492297.unknown

_1372492301.unknown

_1372492294.unknown

_1372438783.unknown

_1372459120.unknown

_1372491020.unknown

_1372491645.unknown

_1372492077.unknown

_1372491139.unknown

_1372459996.unknown

_1372460162.unknown

_1372460215.unknown

_1372460264.unknown

_1372460015.unknown

_1372459772.unknown

_1372459773.unknown

_1372459143.unknown

_1372458249.unknown

_1372458955.unknown

_1372459059.unknown

_1372458904.unknown

_1372438849.unknown

_1372458110.unknown

_1372438795.unknown

_1372433258.unknown

_1372436077.unknown

_1372438440.unknown

_1372438676.unknown

_1372438402.unknown

_1372433839.unknown

_1372433853.unknown

_1372433798.unknown

_1372342184.unknown

_1372419831.unknown

_1372424718.unknown

_1372424753.unknown

_1372419855.unknown

_1372418184.unknown

_1372418212.unknown

_1372419811.unknown

_1372353229.unknown

_1372353457.unknown

_1372355448.unknown

_1372353434.unknown

_1372350817.unknown

_1372351331.unknown

_1372350009.unknown

_1370948045.unknown

_1371901632.unknown

_1371901655.unknown

_1372341077.unknown

_1371900980.unknown

_1371901575.unknown

_1371901604.unknown

_1371901555.unknown

_1370948544.unknown

_1370947829.unknown

_1370947943.unknown

_962052910.unknown

_962053325.unknown

_962052761.unknown

